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 §1．幾何学的対称I1生の統計的分布
 幾何学的な対称性を群論をもちいて記述する方法はよく知られている．3次元空間における
周期的な構造について対称性を記述する230個の群があり，それらは空間群と呼ばれている．結
晶における原予の配列を解析する際に空間群はもちいられる．結晶の対称性は230の空間群の
いずれかによりあらわされる．（仁田勇監修X線結晶学（1959））．
 対称性の統計的分布について，球の充填あるいは楕円球の充填等にもとづいたモデルが考え
られる．たとえば等火球の面心立方最密充填と六方最密充填のいずれになるかということにつ
いてある仮定のもとでの確率を議論することは興味ある幾何確率の問題と思われる．幾何学的
対称性の統計的分布についてこのような観点からの議論も基本的である．ここではこのようた
幾何学的構造を直接考えずに群とその表現にもとづいたモデルについて議論する．個々の結晶
の対称性が何にたるかという問題は物理的，化学的な議論にもとづいて行われるべきものであ
るが，多数の結晶について対称性についての分布をしらべるには統計的モデルを考えうる．群
を値としてとる確率分布という見方が可能である（伊藤（1985．1986））．群を値としてとる確
率分布あそいは確率過程という見方でとらえることのできる現象は多くあると思われる．有向
グラフを値としてとる確率過程について以前に議論した（Itoh（ユ979））．群を値としてとる確率
過程も興味ある今後の課題と思われるがこれについては別の機会に議論したい．幾何学的対称
性を平行移動の操作を考慮に入れずに記述する点群といわれている32個．の群がある．それらは
定点0を通る軸による回転及び定点Oについての反転からたる有限群である．点群は結晶の形
態を記述する際にもちいられる．点群における対称操作に平行移動の操作を組み合わせたもの
が空間群であり，各空間群は32個の点群のいずれかにもとづいて構成されている．ここでは各
           空間群に対応する点群についての統計的分布を考える．結晶の対称性
           についてのデータを物理的，化学的た性質を考慮し，同一のモデルで 表1．対称性の頻   度分布    議論しうるように分類する必要がある．Nowacki，Matsumoto，及び，
           Edenharter（1967）は構造の知られている8795の結晶について分類
 0出      139           し，比較的多く存在する空間群についてのみ議論し，それぞれに属す n        21
D、、    23  る結晶の個数を示した．
o、。     g   ここでは彼等の分類における酸化物と水酸化物の結晶からなる分類
D・。    58  IIIについて各点群についての頻度分布（表1）を議論する．多く存在
D舳    50  している群は，群として生成されやすいということと考え，生成され
 D。｛      21           やすさということについてのモデル化をこころみる．計算機シミュC2｛      21           レーショソを行いデータと比較する．
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 §2．点 群
 図形がある軸のまわりのある角の回転により不変であることを回転の操作によって図形が不
変であるという．空間にある図形があって，それがある軸のまわりの2π／m（mは正の整数）の
角またはその任意の整数倍だけ回転しても不変にとどまるとき，その図形はその軸のまわりに
m次の回転対称性をもつといい，その軸をm次の回転対称軸または単に回転軸または対称軸と
いう．空間の任意の点力（κ，ツ，z）を原点Oに対して逆の位置〆（一κ，一ツ，一z）に移すことを
反転の操作という．回転対称軸を符号的に表すのに，その次数の数字によって，それぞれ
               1，2，3，4，5，6，7……等
と書く．
 回反操作は回転と反転の合成である．点0を通る軸による次数mの回転の後に点0に対して
反転を行う操作によって不変であることをm次の回反軸があるといい，1，2，3，4，5……等と
書く．このようた変換を行列により表現した場合，回転は行列式が1であり，回反は行列式が
一1である．結晶における原子の配列を記述するには回転と回反だけでたく並進をともなった回
転，並進をともたった回反等の平行移動と回転，平行移動と回反を組み合わせた操作を考える
必要があり230の空間群は，それらのすべての可能た組み合わせである．結晶の形態をしらべ
る場合，平行移動を考慮せずにある点0を通る軸による回転及び回反からなる群による記述だ
けで十分である．結晶においてあらわれるのは1，2，3，4，6及び1，2，3，4，6に限定され
ており，これらがどのようたとじた組み合わせをつくりうるかをしらべればよい．これより32
個の群が得られ，これらを点群と言う．これらは結晶の形態を分類する32の晶族に対応してい
る．
 空間群及び点群は合同変換からたる不連続群である．（Hi1bert und Cohn－Vossen（1932））．
 群は次のように定義される．（浅野，永尾（1965））．
 演算の定義された集合Sにおいて任意の元α，ろ，oに対して
                （α。ろ）。C＝α。（ろ。0）
がたりたつとき∫は。に関して半群をつくるという．
 集合Gが演算。に関して半群をつくり，さらにGが単位元をもち，Gの各元が逆元をもつ
とき，Gは。に関して群をつくるという．
 集合Lから集合〃への写像というのはムの元α，ろ，o，…のおのおのに対して，それぞれM
の元〆，ろ’，o’が一意的に．きまる対応のことである．集合MからMの中への写像をMの自己
写像という．〃の自己写像のうちで，〃からMの上への一対一写像を〃の置換という．3次
元ユークリッド空間の点全部の集合を亙3とする．亙3土の置換において2点κ，ツの距離と，対
応する2点κ’，ゾの距離とがつねに等しいとき，このようた置換を亙3の合同変換という．合同
変換の全体は群をつくる．この群を亙3の合同変換群という．回転移動（定直線を軸として空間
の各点を一定角だけまわす回転），平行移動，定点に関する対称移動は合同変換の特殊の場合で，
一般の合同変換はこれら3種の変換を合成してえられる．特定の正多角体または正多角形を，そ
れと合同た位置にもたらすような合同変換の全体は一つの有限群をつくる．正六面体からえら
れるこのようた有限群で位数が最大であるものを考える．それは結晶学において0みと呼ばれ
ている群である．正六角形の高さが一様な柱から得られる有限群で位数が最大であるものは結
晶学においてD。州といわれているものである．32個の点群は0ゐ，D。わ及びそれらの部分群の
いずれかである．
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 §3．点群の表現
 0わ及びD。みを3次元の行列により表現する．まず0角の表現を考える．頂点の各座標が十1
あるいは一1であるような正六面体を考える．それと合同た位置にもたらすようた合同変換の
すべてを行列により表現したものを表2において示す．それらのうち回転軸が（1，1，1）と
（一1，一1，一1）を通る葛を含むD、、を考え，それを含むD、んの表現も表1に示してある．0ん
とD。刀の双方に含まれる位数が最大の部分群はD。。であり，表2に示した0ん及びD。んの表
現はD・・の表現をひとつ共有している．
表2．各元の行列による表現 （O月の欄にある○はその行列が本文において述べたOヵの
   元の表現であることを示す。D肋についても同様である。）
操作    行 列    位数固有和行列式O．D舳 操作    行 列    位数固有和行列式O．D舳
2
（91）
（■1－1，1）
（1一；旧1）
（一11．1）
（一1一；1）
（一11）
（■1．1一；）
（グ；1）
（．1－1■1）
（；1，1）
（一1■1．1）
1  3  1 0 0
2 －3 一  ○
2 －1  1 0
2 一ユ  ユ ○
2 －1  1 0
2 －1  1．○
2 －1  1 0 0
2 －1  1 0
2 －1  1 0 0
2 －1  1 0
・（ニテ1二1）・
・（二1ニテ1）・
・■十
一！  ユ ○ ○
一1   1   0
一1  1   0
一1  1   0
2（l1二1二1）・
（一11）
（3一い）
（31．1）
（1．グ；）
（91）
（．1ド1）
（1■）
（∵l l）
（；l l）
一1  1   0
1  －1 0
2  1  －1 0
2  1  －1 0
2  1  －1 0
2  1  －1 0 0
2  1  －1 0
2  1  －1 0 0
2  1  －1 0
夏に十
ラい川・
喜（ニポ1二1）・
一ユ ○ ○
一1   0
一1   0
一1   0
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操作  行列 位数固有和行列式O片D舳 操作    行 列    位数固有和行列式0．D舳
十｝・1一
・（lll）・・
・（1い）・・
・（；、1－1）・・
・（、リー1）・・
・（一1ド1）・・
・（．1－ll）・・
・（1－1－1）・・
・（一1川い）・・
100
100
10
10
10
10
10
10
1（．1－1－1）・H・・
1（一；．1－1）・・一1・・
1（一111）H－1・
1（1－ll）・H・
1（1．ll）・・一1・
1（ll－1）・・一1・
1（．い1）・・一1・
1（い一1）一・・一1・
・（ll－1）・11・
・（1．1；）・ 1・
・（ll－1）・ 1・
・（．い1）・11・
・（；■ll）・ 1・
・（∵1）・ 1・
1（一1．1；）・一1－1・
1（’ll－1）・一1－1・
1（．1－ll）・・一1－1・
1（1－1－1）・一1－1・
1（一い．1）・一1－1・
1（1－1．1）ト1－1・
・■十・1
篶・・1
高（二1ニギ1）・一
心二1）・一
§4・．群の存在頻度と群の生成されやすき
表1にあげたNowacki，MatsumotoandEdenharter（1967）の分類III（酸化物及び水酸化
物）の結晶の点群はすべてC。んを部分群としてもつ．C。みは2章で述べた対称操作1，1，2，2
よりたる群である．C。んに対称操作が加わって得られるのがこれらの結晶の点群であると考え
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表3．
0’，
0
Td
nD舳
D。片
T
D．
D。｛
cω
C舳
D3d
几
D．d
C何
C。乃
D2片
。6
CM
D3
○帥
C3f
α
S．
D2
C。口
C。カ
C3
C2
C。
α
C1
位   数 國
一1
15
9
9
3
7
7
3
7
3
1
1
3
5
5
1
3
3
1
0
3
0
0
1
3
3
1
1
0
ユ
0
0
0
行 列 式
十1  －1
24  24
24   0
12  12
12  12
12  12
 8   8
12   0
12   0
 6   6
 6   6
 6   6
 6   6
 8   0
 4   4
 4   4
 4   4
 4   4
 6   0
 3   3
 6   0
 3   3
 3   3
 4   0
 2   2
 4   0
 2   2
 2   2
 3   0
 2   0
 1   1
 1   1
 1   0
られる．ランダムに対称操作が加わったというモデルを考えてデータと比較してみる．まずモ
デルにもとづいてそれぞれの群が生成される確率を計算機シミュレーションにより推定する．
表2の60個の行列を考える．60個のうちの4つの行列ん，ん，ん，んをえらびだす組みあわ
せは。。C。通りあるが，そのうちでん，ん，ん，んがC。んにたっているものを考える．
 それらは13通りある．すたわちそれら13通りの4つの行列の組はいずれも1，1，2，2を表
す行列よりなる．13通りのうち0みの表現の一部にたっているもgが9通りありD・みの表現の
一部にたっているものが7通りある．9＋7－13＝3であるから3通りは表2において示した0ん
とD。杓の双方の表現の一部にたっている．13通りのうちからランダムに一つの組みをえらぶ．
その組は行列X、，X。，X。，X。よりなるとする．さらに表2の60個の行列のうちから重複をゆ
るしてM個の行列K，篶，…，Kをランダムにとりだすものとする．えらばれたX。，X。，X。，
X。とK，K，…，γ〃の4＋M個の行列から作られるすべての可能た積を考える．それがとじ
ていたとすれば点群を表しているはずである．得られる点群が何であるかについて確率を計算
機シミュレーションにより推定する．としていない場合は結晶として存在したいものとみなし
てとじている場合についてのみ考えることにする．Nについての分布を仮定することにより
データを説明できるであろうか．ここではN－！が平均1のPoisson分布に従うものとして計
算機シミュレーションを行った．仮定する分布は試行錯誤により定めたくてはならたい．計算
機シミュレーションにより，適切た分布を定めるのは大変た時間がかかる．各点群の得られる
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確率を，数値計算により求める方法を考える必要がある．
これについては別の機会に議論する．
 生成された群が何であるかを判定するには位数，固有
和，行列式をもちいた．すなわち生成された群の各元の
位数を求め，各位数をもつ元の数をかぞえ，位数がどの
ように構成されているかを比較する．例えばD。刀は位数
1の元が1個，2の元が15個，3の元が2個，6の元が6
個ある（表3）．表2における表現より固有和の構成も求
めることができる．表3にあるように一3の行列が1
イ画，一2カミ2イ国，一1が7イ画，0カミ4イ画，1カミ7イ画，2カミ2イ画，
3が1個という構成にたっている．行列式は十1か一1で
あり十1のものが12個ある．位数，固有和，行列式の構
成をしらべることにより生成された群が何であるかを判
定することができる．
 モデルからあきらかなように得られる群はすべてC。刀
を部分群として持つ（図1）．前述のC。乃の13通りの組の
うちの一つについて，それを含む群は何かを考えた例を
表4に示す．
何1数
48
図1．
25
C肺を部分群としてもつ点群の
対称の高低関係一で結ば
れている場合下の群は上の群
の部分群である。
 以上のモデルにおいてPoisson分布の期待値を1として計算機シミュレーションを行った
結果と実際のデータを比較したのが表6である．5000回実験を行った結果を表5に示す．いち
ばん下の段にある2202は可能な積が閉じたかった場合の回数である．これをのぞいた場合につ
いて1000分率を考えデータと比較した結果が表6である．対称操作がランダムに知ったという
モデルで各点群の得られる確率はどうたるかということは興味ある問題であり本論文はそれに
ついてのひとつのこころみである．
表5．群の生成さ
   れやすさ
0ゐ     1202
n       182
D舳      254
D。’，     367
C舳       22
D。。     369
C。ゐ      32
D。。     219
C2片      ユ51
閉じない場合 2202
  計   5000
0片
r｛
D舳
D舳
。6ゐ
D．d
C舳
D。ゐ
C。出
計
表6．1000分率による比較
シミュレーション
   430
   65
   91
   13／
    8
   132
   11
   78
   54
  1000
データ
 460
 6ユ
 67
 146
 26
 170
  0
 61
 61
 998
26 統計数理第34巻第1号1986
謝  辞
 Nowacki，Matsumoto and Edenharterの研究をお教えいただいた東京大学理学部の武田弘
教授に感謝する．
 計算機プログラムの作成に御協力いただいた掛川由里さん，三好順子さんに感謝する．
 本研究の一部は「幾何学的構造・空間パターンと統計」（統計数理研究所60一共会一13）及び「幾
何学的構造の確率模型」（統計数理研究所60一共研一2）によるものである．
参考文献
浅野啓三，永尾汎（1965）．群論，岩波書店，東京．
Hi1bert，D．md Cohn－Vossen，S．（1932）．Anshauliche Geometrie，Ver1ag von Ju1ius Springer，Ber1in．
    （芹沢正三訳（1960）直観幾何学，みすず書房，東京．）
Itoh，Y．（1979）、Random co11ision models in oriented graphs，∫λ助乙Pmケ16，36－44．
伊藤栄明（1985）．群，グラフを値としてとる確率分布，統計数理，33，68－70．
伊藤栄明（！986）．幾何学的対称性の統計的分布，昭和60年度研究発表会要旨，統計数理研究所．
仁田 勇（監修）（1959）． X線結晶学，上，丸善，東京．
Nowacki，W．，Matsumoto，T．，and Edenharter，A、（1967）．C1ass拍。ation of crysta11ine substances by
    crysta1systems，crysta1c1asses，Bravais1attices and space groups，λc勉0〃s左，22，935－940．
Proceedings of the Institute of Statistica1Mathematics Vol．34，No．1（1986）27
Statistica1Distribution on Symmetry Groups
             Yoshiaki Itoh
    （The Institute of Statistica1Mathematics）
   Group theory is successfu11y app1ied to ana1ysis of crysta1structure．The symmetry
of a crysta11ine substance is represented by one of the32point groups． In this note a
stochastic mode1is introduced for the distribution of crysta11ine substances among the32
point groups．Consider a point group X，and take possibIe symmetry operations，which
can be added to the X，at random．Assume the number of operations is given by Poisson
distribution．Add the operations to the X and we get a point group generated by the
operations and the X．A simu1ation study is carried out by the mode1to compare the result
with the data of the distribution of crysta11ine substances．
